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Forord

Kurt Gödel skrev i 1931 i en alder af kun 25 år en artikel kaldet “Über formal unentscheidbare Sätze der Pricipia Mathematica und verwandter Systeme”. Heri beviser Gödel at Hilberts program - der skulle rehabilitere matematikken og dermed sørge for at der aldrig mere kunne optræde problemer af principiel karakter - ikke kunne lade sig gøre. Dette essay vil beskrive ideen i Gödels ufuldstændighedsteoremer og nogle filosofiske aspekter heraf. 

Indledning


Kurt Gödel (1906-1978) blev født i Brünn. Han var både logiker, matematiker, filosof og til dels fysiker, og havde omfattende indsigt i disse videnskaber og de filosofiske synspunkter der er forbundet hermed. Filosofisk betragtet var han platoniker, hvilket kan have motiveret hans metamatematiske opdagelser. Af alle de ting han har publiceret, er ufuldstændighedsteoremerne nok de kendteste, og er nærmest blevet indbegrebet af navnet Gödel. Ufuldstæn​dighedsteoremerne opstod paradoksalt nok, da han ville bevise det modsatte af hvad teoremerne udsiger. 

Følgende citat viser pointen i Gödels ræsonnement:

“Gödels geniale idé var at betragte et udsagn, der sagde ‘Jeg kan ikke bevises’. Hvis det passer, kan man ikke bevise det. Hvis det er løgn, kan man jo netop bevise det; altså har man bevist noget, der ikke passer. Udsagnet er sandt hvis og kun hvis det ikke kan ‘
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’ bevises.

Det var ikke godt for den matematiske logik, men det var ikke fordi det var et paradoks, en selvmodsigelse, det ikke var så godt. Problemet er et andet: Udsagnet ‘Jeg er ubeviselig’  er sandt. Det betyder: Der eksisterer sande udsagn, som man ikke kan bevise. Der er sandheder, man ikke kan nå med sin matematiske og logiske bevisførelse.”
 

Gödel påviser med andre ord en begrænsning i matematikken, og denne begrænsning er principiel. Hvis et system overholder visse basale forudsætninger, vil fuldstændighedsteoremerne altid være realiseret. 

Som titlen antyder ‘Om formelt uafgørbare påstande i Principia mathematica og tilsvarende systemer’, vil beviset omhandle alle systemer, der er opbygget på samme måde som Russell og Whiteheads værk Principia mathematica, d.v.s. aksiomatiske systemer der er komplekse nok til at indeholde elementære, aritmetiske påstande. 

For at få læseren i stemning har jeg medtaget et lidt længere citat fra Gödels artikel, hvor han med sine egne ord forklarer ovenstående:

“Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu grösserer Exaktheit hat bekanntlich dazu geführt, dass weite Gebiite von ihr formalisiert wurden, in der Art, dass das Beweisen nach einigen wenigen machanishen Regeln vollzogen werden kann.  Die umfassendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind der Principia mathematica (PM) einerseits, das Zermelo-Fraenkel (von J. von Neumann ausgebildete) Axiomensystem der Mengenlehre andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, dass alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in ihnen formalisiert, d. h. auf einige wenige Axiome and Schlussregeln zurückgefürht sind. Es liegt daher die Vermutung nahe, dass diese Axiome und Schlussregeln dazu ausreichen, alle mathematishen Fragen, die sich in den betreffenden Systemen überhaupt formal ausdrücken lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, dass dies nicht der Fall ist, sondern dass es in den beiden angeführten Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorie der gewöhnlichen ganzen Zahlen gibt, die sich aus den Axiomen nicht entscheiden lassen. Dieser Umstand liegt nicht etwa an der speziellen Natur der aufgestellten Systeme, sonderngilt f¨r eine sehr weite Klasse formaler Systeme, zu denen insbesonderer alle gehören, die aus den beiden angeführten durch Hinzufügung endlich vieler Axiome entstehen, vorausgesetzt, dass die hinzugefügten Axiome keine falshen Sätze ... beweisbar werden.”
 

Hilberts to-punktsprogram: formalisme og konsistens


Omkring århundredeskiftet var der specielt et emne der optog matematikere: Cantors mængdelære eller rettere problemerne i Cantors mængdelære. Det var det arbejde, der senere skulle føre til kontinuumshypotesen. Diskussionen i de akademiske kredse fik i 1920 David Hilbert til at fremføre en kritik af matematikkens grundlag, og dette udmundede i et to-punktsprogram: Først skulle der ske en specificering af de matematiske tegn. Det matematiske sprog med sine definitioner og aksiomer skulle formaliseres, konstrueres i et formelt system, således at det ikke var tegnenes betydning, men deres form der var afgørende. De symboler der defineres - som sammensættes til formler - konstituerer basis i det formelle system, og da det kun er formen der er afgørende, bliver manipulation af symboler og konstruktion af andre mere overskueligt, og logiske relationer formlerne imellem fremstår tydeligere.

For det andet skulle det bevises at formelle systemer er konsistente. Det betyder at der ud fra de givne aksiomer, må der ikke kunne udledes formler, der kan gælde som bevis for både et teorem T og dennes negation 
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. Kan dette lade sig gøre, siges systemet at være inkonsistent. En vigtig betingelse, i den originale formulering af programmet, var, at der i beviset for konsistensen ikke måtte refereres til et uendeligt antal egenskaber ved formlerne, ej heller anvendes et uendeligt antal operationer i formlerne. 

Der skulle med andre ord opbygges et system der var fuldstændigt formaliseret, og symbolerne i systemet skulle udelukkende defineres syntaktisk, så der ikke blev taget hensyn til symbolernes indhold. Hilbert var parat til at acceptere en vilkårlig mængde af formler, der kunne opfylde hans program. Systemet skulle bestå af nogle symboler i en endelig liste af aksiomer, og med visse eksplicitte regler for hvordan nye formler skulle udledes af aksiomerne. Derved ville det være let at afgøre om en formel tilhører systemet eller ej, da alle formler skulle være mulige at udlede ved hjælp af udledningsreglerne fra aksiomerne i endeligt mange trin. Det system der opfyldte dette, skulle fremover være matematikkens fundament.

Hilbert ville gerne forsikre sig (og alle andre matematikere) at der ‘dybt nede’ i matematikken ikke fandtes en skjult modsigelse, som man bare endnu ikke var stødt på, men som var en nødvendig logisk konsekvens af de aksiomer systemet byggede på. En sådan opdagelse ville være fatal, idet hele det matematiske univers da ville være værdiløst, fordi i systemer der ikke er konsistente, kan vilkårlige teoremer bevises.


Givet A og 
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 bevises vilkårligt teorem X således:

Fra antagelse
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Fra antagelse
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Konsistensen af systemer havde før år 1900 ikke bekymret matematikere. Grunden hertil var at systemerne før 1900 omhandlede kendte objekter og kendte områder (som polygoner i en plan), så der var ingen grund til for eksempel at undersøge om Euklids geometri var konsistent: den udsiger noget om vores spatiotemporale rum, som vi er så bekendt med. Ved at skele til virkeligheden og betragte den som en ‘facitliste’, indså man at Euklids geometri måtte være konsistent, da virkeligheden ikke indeholder modsigelser.

I antikken havde grækerne undersøgt parallelaksiomet. Parallelaksiomet siger: Givet en ret linie l og et punkt p der ikke ligger på linien l, da vil den rette linie m der går gennem punktet p og er parallel med l, aldrig skære l, og m er entydig. At de to paralleller aldrig ville mødes - heller ikke i det ‘uendelige’ - syntes for dem ikke selvindlysende. Dog kunne de ikke bevise at dette aksiom var uafhængigt af de andre aksiomer i Euklids geometri. Først i det nittende århundrede blev uafhængigheden bevist (dette skyldes blandt andre matematikere som  Gauss, Bolyai, Lobachevski og Riemann), og ikke-Euklidiske geometrier udsprang heraf, ved at erstatte eller ændre parallelaksiomet. Disse ikke-Euklidiske geometrier vendte op og ned på det intuitive i matematikken, og det tog en del år før det blev accepteret, at disse geometrier havde samme gyldighed som Euklidisk geometri. Om to rette linier kunne skære hinanden (tænk på hvordan to rette linier på en sfære, er to storcirkler på sfæren, som altid vil skære hinanden), kunne ikke længere bortforklares ved at henvise til målinger eller andre empiriske forsøg. Det fortælles at Gauss målte vinklerne mellem tre bjergtoppe, for at sikre sig at vinkelsummen i store trekanter også er 180 grader.  

Konsistensen af ikke-Euklidiske geometrier kan således ikke garanteres ved at påpege fænomener i det spatiotemporale rum, eller ved at pointere at der indtil nu ikke er opstået modsigelser; det er altid muligt at modsigelsen ligger i det næste teorem der bliver bevist. For at sikre konsistens er et bevis nødvendigt.

Russells paradoks omstyrter Freges program


Gottlob Frege (1848-1925) bliver i dag betragtet som ophavsmanden til den moderne symbolske logik, ved bl. a. at have indført kvantorer. Han var ikke værdsat på sin samtid, trods hans senere store indflydelse på både formel logik, matematikkens filosofi og sprogfilosofi. 

Frege havde indset, at det ikke var nok bare at aksiomatisere og forbedre bevisførelsen i matematikken (hvilket var en af den tids store matematiske opgaver), så længe det sprog matematikken bestod af, ikke var mere præcist. Herved startede han det logicistiske program, som skulle få konsekvenser i mange andre videnskaber end matematik. Som et led i denne præcisering, forsøgte han at definere de naturlige tal ud fra mængdebegrebet.
 Hvad forstås for eksempel ved tallet 3? Når vi henviser til tallet tre, eller ‘at der er 3', mente Frege, at vi faktisk henviser til en egenskab ved en samling af genstande, i.e. en egenskab ved en mængder. En mængde har præcis denne egenskab hvis og kun hvis mængden har præcis tre elementer. Dette kunne være antallet af dommere ved en international håndboldkamp, antallet af rødder til ligningen 
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eller antallet af medaljevindere ved en olympisk deciplin. Et tal defineres nu som en mængde af mængder: tallet 3 er mængden af alle mængder, der indeholder tre elementer.

Dette udemærkede forsøg på at definere de naturlige tal, skulle vise sig at indeholde en uoprettelig defekt. Dette blev påvist af Bertrand Russell, og modbeviset blev kendt som ‘Russells paradoks’. 

Ved at iagttage forskellige mængder, fandt Russell ud af, at nogle mængder kan være medlemmer af sig selv, eller tilhøre sig selv. For eksempel er mængden af giraffer ikke en giraf (den er en mængde!), mens det synes måske mere berettiget at sige, at mængden af abstrakte begreber selv er et abstrakt begreb, og at denne mængde derfor tilhører sig selv. 

Betragt nu mængden af mængder, der ikke tilhører sig selv. Tilhører denne mængde sig selv? Uanset om der svares Ja eller Nej, vil der opstå en modsigelse, hvilket også kan beskrives:

Definér mængden L ud fra mængderne m af  mængder ved 
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Så opfylder L følgende:
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Altså 
[image: image14.wmf]LLLL

ÎÛÏ


Russells diagnose på denne selvmodsigelse går på, at der er opstået en utilladelig selvreference, og medicinen mod sådanne refleksive påstande var at opstille et sprogligt hierarki, også kaldet Russells typeteori. Betragt følgende to sætninger: ‘Rosen er rød’ og ‘Rød er en farve’. Opfattes de to sætninger som præmisser i en syllogisme, er den gyldige og logiske konklusionen at ‘Rosen er en farve’ - hvilket ikke er sandt. Der er sket en sammenblanding af udsagn fra forskellige niveauer i hierarkiet: de tilhører hver deres type. Ved ikke at tillade dette, kan modsigelser undgås.

I samarbejde med A. N. Whitehead udgav Russell i årene 1910-1913 det monumentale trebindsværk ‘Principia mathematica’. Værket er grundlagt på hans typeteori og en logicistisk indstilling til matematikken, og skulle stå som garant for matematikken. Ved hjælp af få logiske selvindlysende principper, et aksiomatisk fundament, skulle al matematik kunne frembringes på stringent måde, og selvmodsigelser ville aldrig mere forekomme i matematikken. Projektet, der var meget ambitiøst og måske lidt prætentiøst, skulle vise sig ikke at kunne færdiggøres. Denne indsigt skyldes Gödel og hans ufuldstændighedsteoremer, som var et resultat af det arbejde Gödel startede på i 1929, nemlig at eftervise Hilberts topunkts-program, efter at have færdiggjort sin Ph. D. 

Modtagelsen af Gödels bevis


I året 1930 under en filosofikongres i Köningsberg om matematikkens grundlag, fremlagde Gödel for første gang sit ufuldstændighedsteoremer. Hele beviset blev trykt i 1931 i ‘Monatshefte für Mathematik und Physik 38', under titlen “Über formal unentscheidbare Sätze der Principia mathematica und verwandter Systeme I”. Faktisk havde Gödel dagen før starten på denne kongres, præsenteret et udkast af sin doktorafhandling, hvor han beviser fuldstændigheden af førsteordens prædikatlogik, der vakte stor jubel. Med denne store bedrift der var fremkommet så hastigt, så Hilberts program ud til snart at kunne færdiggøres. Overraskende nok underminerede Gödel hele projektet dagen efter i en tyve minutter lang tale.

Det kan måske undre at publiceringen af et senere så kendt forskningsresultat - der for så vidt kan betegnes som en milepæl i matematikken og logikkens historie - ikke fik større opmærksomhed. Grunden hertil kan være flere. Gödel var en person med stor filosofisk og matematisk viden. Blandt andet var han i Wienerkredsen
 kendt og beundret for sin evne til hurtigt at gennemskue argumenter, og forudse deres konsekvenser. På grund af denne kunnen var han i stand til at præsentere sit arbejde med så stor stringens og klarhed, at det effektivt fik eventuelle opponenter til straks at acceptere beviset. Som resultat heraf publiceredes heller ikke et detaljeret bevis for det andet ufuldstændighedsteorem, hvilket Gödel egentligt havde tilkendegivet at ville have gjort i det følgende år. 

En anden grund til at beviset ikke blev mødt med større interesse var, at Gödels bevisførelse var banebrydende. Selvom beviset i dag synes detaljeret og overkommeligt, var det dengang nærmest revolutionerende. Skellet mellem objekt​sprog og metasprog var endnu ikke blevet en selvfølge (Denne distinktion er indført af matematikeren og filosoffen Alfred Tarski), og først senere gik det op for logikerne hvor vigtigt det var at være præcis i denne distinktion. Ikke mindst Gödel og beviset for ufuldstædighedsteoremerne var med til at fastslå vigtigheden heraf. Her var endeligt et emne der var klart defineret, og som stort set alle kunne blive enige om var korrekt - hvilket langt fra altid var tilfældet hos de filosoffer, der beskæftigede sig med matematikkens filosofi omkring 1930'erne. Skelnen mellem objektsprog og metasprog var ikke alment accepteret, og muligvis var John von Neuman den eneste på konferencen i Köningsberg, der udover Gödel selv, straks forstod beviset tilstrækkeligt til at kunne begribe betydningen deraf. 
 

Selvrefererende paradokser


Ideen i beviset for Gödels ufuldstændighedsteoremer er at konstruere en selvreference. Sætninger der indeholder forskellige former for selvreference, har været kendt i over 2000 år, og har igennem tiden givet adskillige filosoffer grå hår på hovedet. De mest kendte paradokser er nok ‘Russells paradoks’, der er blevet gennemgået, og ‘Løgnerantinomien’, der har været kendt siden antikken, og er siden blevet omskrevet eller udbygget på forskellig vis. I en af versionerne af ‘Løgnerantinomien’ er der en person, der påstår sætningen ‘Jeg lyver’, og i en anden version lyder en sætning ‘Denne sætning er falsk’. En senere formulering af matematikeren W.O. Quine, defineres dommen S = ‘S’ er falsk. 

Ens for alle versionerne er, at under antagelse af at sætningen er sand, bliver konklusionen

at sætningen er falsk, og omvendt: under antagelse af at sætningen er falsk, bliver konklusionen at sætningen er sand, hvilket er paradoksalt. Hvor vidt der i virkeligheden er tale om ægte antinomier, kan diskuteres, og nogle af de påståede antinomier kan bortforklares ved at påpege eksistensen af andre logikker som polyvalent logik eller Fuzzy-logic, eller det er muligt at bryde selvreferencen ved at henvise til forskellen mellem objektsprog og metasprog. ‘Richards paradoks’ er et eksempel på et paradoks der ophæves, ved at gøre opmærksom på, at selvreferencen der indgår ikke er en ægte selvreference. Dette vil blive gennemgået i det følgende, da det kan demonstrere en pointe i forhold til Gödels bevis.

‘Richards paradoks’ er blevet opkaldt efter den franske matematiker Jules Richard, der først fremsatte paradokset i 1905, og det kan formuleres således
: 

Betragt et sprog hvori det er muligt at formulere og definere egenskaber ved de hele tal i et rent aritmetisk sprog. Det antages at udtryk som ‘tallet a er deleligt med tallet b’ og ‘tallet c er produktet af tallet a og tallet b’ er fuldt forståelige og ikke behøver yderligere definition. I sproget indgår forskellige definitioner, for eksempel ‘Nulmængden 
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)’, ‘Et kvadrattal k er et tal, der er produktet af et andet tal l med sig selv’ og ‘Et primtal p er et tal, der ikke er deleligt med andre tal end tallet 1 og tallet p selv’. 

Ved at gennemgå alle definitionerne, kan de opstilles i én bestemt orden. Rækkefølgen er bestemt af antallet af tegn, som hver definition består af. Definitionen der består af færrest antal tegn - d.v.s. den korteste definition - får tildelt tallet 1, den næstkorteste definition får tildelt tallet 2, o.s.v. Er der flere definitioner der er lige lange, ordnes de alfabetisk, og således bliver alle definitionerne nummereret.

I nogle tilfælde vil en definition definere en bestemt egenskab der kan optræde i systemet, og det kan forekomme, at det tal den givne definition har fået tildelt i nummereringen, netop besidder denne egenskab. Den situation kunne opstå, hvis definitionen af et primtal blev nummer 19 i nummereringen, da 19 er et primtal, men ikke hvis definitionen af kvadrattal blev nummer 15, da 15 klart ikke er et kvadrattal. I det sidste tilfældet siges tallet at være Richardiansk, og generelt defineres ‘x er Richardiansk ( x har ikke den egenskab angivet af definition nummer x’. Denne definition er selv formuleret i sproget, består af et antal tegn, og kan derfor tilskrives et nummer n i nummereringen. En ny formulering af Russells paradoks er nu oplagt, idet spørgsmålet ‘Er n Richardiansk?’ giver det drilske resultat: konklusionen er altid negationen af antagelsen. 

Men paradokset er ikke ægte. Der bliver dømt ‘urent trav’, da forudsætningen ikke er opfyldt: i sproget skulle der formuleres og defineres egenskaber ved de hele tal i et rent aritmetisk sprog - d.v.s. egenskaber der kan formuleres ved hjælp af multiplikation, addition, o.s.v. Egenskaben at være et Richardiansk tal defineres ved at henvise til en metamatematisk karakter: For at kunne bestemme antallet af tegn i det definerede udtryk, må man først ‘træde ud af’ systemet, hæve sig op over det aritmetiske niveau. Richards paradoks kan underkendes, ved at skelne mellem udtryk i aritmetikken og udtryk om aritmetikken.

I beviset for ufuldstændighedsteoremet, benytter Gödel den ide, der indgår i Richards paradoks, men undgår den forfejlede opbygning, ved at vise at metamatematiske udtryk om det formelle aritmetiske system kan repræsenteres ved aritmetiske formler i det aritmetiske system. 

Gödeltallenes opbygning


I det formaliserede system Gödel opbyggede - der i det følgende vil blive betegnet S -  lykkedes det at tilskrive et entydigt bestemt tal til ethvert tegn, enhver formel (sammensætning af tegn) og ethvert bevis (endelig kæde af formler). Dette tal kaldes tegnets, formlen eller bevisets Gödeltal. Ved at anvende entydigheden i primtalsfaktorisering, vil samtlige udtryk have ét og kun ét Gödeltal.

Som nævnt tog Gödel udgangspunkt i Russell og Whiteheads ‘Principia mathematica’, men beviset gælder for alle aritmetiske logikker. En aritmetisk logik er kendetegnet ved disse 4 punkter:

1) Der findes en effektiv metode til at afgøre om en streng af symboler, der optræder i systemet, er meningsfuld eller ej. Strengens sandhedsværdi tages ikke i betragtning, men kun strenge der kan forståes i systemet - disse kaldes også ‘well-formed formulas’ - kan tilskrives sandhedsværdi.

2) Hvis der i systemet er givet to formler A og B, kan disse kombineres på forskellig vis, d.v.s. at der i systemet skal være visse slutningsregler, der bevarer ‘well-formed’- egenskaben. Eksempler på slutningsregler kunne være implikation ‘
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’. På den måde er det muligt at øge antallet af formler i systemet, og lade systemet ‘vokse’.

3) I talteori, skal der bruges visse talvariable: x, y, z, o.s.v., der kan antage talværdier. Skal der vises, at en formel gælder for alle de værdier formlens variable kan antage, eller mindst en af de værdier formlens variable kan antage, er der brug for kvantorer: eksistenskvantor og universalkvantor.

4) Det skal være muligt at tale om tal, eller rettere talværdier i en aritmetisk logik. Tallene selv indgår ikke, men talværdier der benævner alle tallene optræder. (I engelsk litteratur beskrives denne skelnen med ‘number’ og ‘numeral’.)

(i) Nummerering af aritmetiske formler

Alle tegn, formler og beviser der indgår i S, tildeles nu et Gödeltal. For at lette notationen lidt, kan det antages at der er 10 fundamentale tegn, hvor Gödel selv nøjedes med 7. Tegnene tildeles et heltal som Gödeltal, som det fremgår af tabellen herunder.

	Tegn
	Gödeltal
	Betydning
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1
	negation
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2
	disjunktion
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3
	implikation
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4
	eksistenkvantor

	=
	
5
	lighed

	0
	
6
	nul

	s
	
7
	den efterfølgende

	(
	
8
	venstre parentes

	)
	
9
	højre parentes

	,
	
10
	komma


Tabel 1
Alle disse tegn er kendt fra elementær matematik, måske med undtagelse af tegnet ‘s’ der står for ‘det efterfølgende’ (eng.: successor of), det vil sige det heltal der kommer lige efter. For eksempel er x i formlen ‘x=sy' det tal der kommer efter talværdien y, og i ‘x=sss0' det samme som tallet 3.  

Udover disse konstante tegn er der brug for forskellige variable. Talvariablene kaldes ‘x’, ‘y’, ‘z’ o.s.v. og de får hver tildelt et primtal større end 10 som deres Gödeltal. Formlerne i systemet benævnes ‘p’, ‘q’, ‘r’ o.s.v., og deres Gödeltal er et primtal større end 10 i anden potens. Til sidst er der prædikatvariable - d.v.s udtryk  som ‘primtal’ eller ‘mindre end’ - der benævnes ‘P’, ‘Q’, ‘R’ o.s.v., som også hver får tildelt et primtal større end 10 men i tredie potens, som Gödeltal.

Følgende tabel giver et eksempel på hvordan Gödeltallene for nogle variable kunne være opbygget, og som i det følgende vil blive betragtet som givet. Kolonnen med ‘Mulige udtryk’ angiver eksempler på, hvad variablerne for eksempel kunne være.

	Numerisk variabel
	Gödeltal
	Muligt udtryk

	x
	11
	0

	y
	13
	s0

	z
	17
	y

	
	
	

	Formelvariabel
	Gödeltal
	Muligt udtryk

	p
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	Prædikativ variabel
	Gödeltal
	Muligtudtryk

	P
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	primtal

	Q
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	sammensat tal

	R
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	større end


Tabel 2
Hvordan beregnes nu Gödeltallet for et vilkårligt udtryk? Lad os betragte et konkret eksempel, som formlen ‘
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’. Udtrykket siger, at hvis x er efterfølgeren til y er y ikke x’s efterfølger. Tegnene som formlen er opbygget af skrives ind i en tabel.

	Tegn
	(
	x
	=
	s
	y
	)
	(
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	(
	y
	=
	s
	x
	)

	Gödeltal
	8
	11
	5
	7
	13
	9
	3
	1
	8
	13
	5
	7
	11
	9


Tabel 3
Denne formel får nu tildelt sit entydige Gödeltal ved at tage produktet af de første 14 primtal (da der er 14 tegn i formlen) i stigende og fortløbende orden, og indsætte det tilhørende tegns Gödeltal i primtallets eksponent. Formlen får da Gödeltallet m, der består af følgende produkt: 
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Der er intet i vejen for at definere nye tegn ud fra de givne. Konjunktionen ‘
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’ fremkommer ved hjælp af formlen 
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, og ‘4' er bestemt ved ‘ssss0'. Skal Gödeltal for sådanne senere definerede tegn beregnes, indsættes de tegn med hvilke definitionen er foretaget, og Gödeltallet er eksakt og entydigt bestemt.

Et bevis består af en følge af formler i en bestemt rækkefølge:
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. Formlen der optræder sidst i følgen, er resultatet af beviset, den formel der er deduceret ud fra de foregående. Ønskes Gödeltallet for et bevis bestemt, beregnes først Gödeltallene for alle formlerne som ovenfor beskrevet, hvilket giver k tal: 
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. Herefter gentages det smarte trick: bevisets Gödeltal fremkommer ved at tage produktet af de første k primtal i stigende orden, og indsætte det tilhørende formels Gödeltal i primtallets eksponent, hvilket giver tallet 
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, det resulterende Gödeltal:
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. Her betegner p det k’te primtal.


Fordi ethvert tal kun har én primtalsfaktorisering, giver Gödeltallene en en-til-en korrespondance mellem forskellige aritmetiske udtryk og deres tilhørende heltal. Denne lille tabel illustrerer hvordan man ser om et givet tal - her 243000000 - er et Gödeltal, og i så fald, hvilket udtryk tallet står for:
	Gödeltal
	243000000

	Primtalsfakorisering
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	eksponent
	6
	5
	6

	formel
	0
	=
	0


Tabel 4
Ethvert udtryk har ét og kun ét Gödeltal, men ikke alle tal er et Gödeltal, d.v.s. står for et udtryk i systemet S. Når der indgår et tal i en formel, primtalfaktoriseres tallet, for at afkode tallet, og se hvilken formel tallet er et resultat af. Optræder tallet 1000 for eksempel, er der sandsynligvis sket en fejl, for 
[image: image44.wmf]33
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. Men dette er ikke gyldigt, da primtallene i primtalsfaktoriseringen godtnok er i stigende orden, men ikke fortløbende, så der eksisterer ingen formel der korresponderer til tallet 1000. For at et tal skal være gyldigt, altså korrespondere til et udtryk indenfor systemet, skal det enten være et heltal mellem 1 og 10 (d.v.s. et konstant tegn), eller et produkt af tal bestående af en stigende, fortløbende række af primtal, startende med primtallet 2, med forskellige eksponenter (d.v.s. en formel eller et bevis). Er det betragtede Gödeltal større end 10 derfor lige, skal det faktoriseres for at dechifrere den formel tallet er repræsentant for.

(ii) Metamatematikkens aritmetisering

Indtil nu har alle aritmetiske udsagn indenfor det formelle system fået tildelt deres entydige Gödeltal. Det næste geniale skridt i opbygningen af beviset går på at vise, at også metamatematiske udsagn - altså udsagn om aritmetiske udsagn i systemet - kan afspejles i systemet. 

“The basic idea underlying his [Gödel’s] procedure is this: Since every expression in the calculus is associated with a (Gödel) number, a meta-mathematical statement about expressions and their relations to one another may be construed as a statement about corresponding (Gödel) numbers and their aritmetical relations to one another. In this way metamathematics becomes completely ‘aritmetized’.” 
 
Metamatematiske udsagn om systemet transformeres, så de bliver til aritmetiske udsagn indenfor systemet S. Disse transformerede udsagn vil have et bestemt Gödeltal som alle andre udsagn indenfor systemet, og derfor kan metamatematiske bemærkninger angående udsagn i systemet, opfattes som relationer mellem Gödeltal.

Dette forhold kan illustreres i et eksempel. Betragt formlen ‘p’ og formlen ‘
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’. Den første formlen har Gödeltal a givet ved  
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, og den anden har Gödeltal b givet ved produktet 
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. Hvordan oversættes den metamatematiske påstand der siger, at ‘
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 ’ er en konsekvens af ‘p’ ? Påstanden er netop det forhold der svarer til formlen ’
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’, der har Gödeltallet 
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Efter at have primtalsfaktoriseret den sidste formel, ses at det er de samme tegn der optræder i implikationen, som i den metamatematiske påstand.

Metamatematiske udsagn kan naturligvis også angå beviser. I den forbindelse bliver følgende metamatematiske udsagn interessant: ‘Følgen af formler med Gödeltal 
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er et bevis for formlen 
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 med Gödeltal 
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’. (Her er anvendt  notationen fra foregående afsnit.) Også denne sætning har - ved ‘en oversættelse’ - et aritmetisk udtryk, der siger noget om relationen mellem Gödeltallet for beviset 
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 og Gödeltallet for konklusionen 
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. For at være sikker på at relationen vil kunne beskrives med en formel i systemet, forudsættes følgende: 

Alle relationer mellem elementer i N, der kan beregnes algoritmisk, vil kunne opskrives som en formel i systemet S.  

Relationer der kan beregnes algoritmisk klades også rekursive funktioner. Hvis der findes en systematisk procedure beskrevet ved en funktion, der kan afgøre om der er en relation mellem elementer i N, vil funktionen altså kunne indgå i S som en formel. 

Det er muligt, men temmelig omstændigt, at vise eksistens og éntydighed af en algoritmisk funktion 
[image: image56.wmf]m

 bestående af komplekse aritmetiske operationer, der beskriver relationen mellem sådanne to tal. Dette punkt vil ikke blive uddybet yderligere, da omfanget af dette essay ikke tillader det, men var, mener jeg, alligevel vigtig for at pointere, en af de antagelser der gøres, og hvor den anvendes.

For at huske på forbindelsen til det metamatematiske niveau, hvor udsagnet oprindeligt kom fra, benyttes ikke aritmetiske udsagn som ‘
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'. Til gengæld vil udtrykket ‘
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’ blive anvendt til at angive det forhold, at 
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 er et bevis for konklusionen 
[image: image60.wmf]k

g

 . Udtrykket BEW er naturligvis en forkortelse af det tyske Beweis. 

På denne måde er det muligt af konvertere metamatematiske udsagn til aritmetiske udsagn, og vice versa, uden at der sker en ændring i information. Der eksisterer med andre ord en isomorfi mellem metamatematiske udtryk og aritmetiske udtryk, og udsagn fra den ene sfære kan ‘trækkes over’ i den andet sfære via isomorfien.

For at afgøre om den metamatematiske påstand ‘
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’ er sand, er det tilstrækkeligt at undersøge om den matematiske relation mellem de to Gödeltal stemmer. Er denne overensstemmelse ikke til stede, svarer dette til den metamatematiske påstand, at ‘Følgen af formler med Gödeltal bk er ikke et bevis for formlen med Gödeltal 
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’, hvilket også skrives ’
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Variabelskift i formler


I beviset for ufuldstændighedsteoremet indgår der et variabelskift. Det er dette skift, der gør det muligt at konstruere den selvreference der, som i Russells paradoks, er nødvendig. Fra tidligere afsnit vides, at formlen ’
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’ frembringer Gödeltallet r bestemt ved produktet
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Nu ønskes Gödeltallet for ‘
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’ bestemt. Med andre ord, er der tale om det metamatematiske udtryk der siger: ‘Find Gödeltallet for den formel der fremkommer fra formlen med Gödeltal r, hvor variablen 
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(i.e. q) er substitueret med tallet r’. Bemærk hvordan formlen substitureres ‘ind i sig selv’. Det er dette trick der senere anvendes for at fremprovokere selvreferencen. 

Ved oversættelse har dette metamatematiske udsagn en aritmetisk version, med tilhørende Gödeltal, formuleret helt inden for det formelle system. Men for igen at henvise til udtrykkets metamatematiske karakter, anvendes udtrykket ‘
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’ til at betegne det ovenstående metamatematiske udtryk der beskriver substitutionen (sb). 

Når Gödeltallet for ‘
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’ skal beregnes, altså tallet der fremkommer når variablen q substitueres med tallet r, i formlen r. Dette er det samme som at skulle beregne Gödeltallet for ‘
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’, og der observeres, at formlen indeholder et senere defineret tegn, i.e. sammensat ud fra andre. Derfor skal de tegn indsættes hvorved det senere definerede tegn r er defineret, som tidligere beskrevet. Resultatet er formlen ‘
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’, hvor antallet af s’er optræder r gange. Den sidste formels Gödeltal som vi kan kalde m, beregnes let, og er 
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Hvor p i dette tilfælde betegner det (r+7)’ende primtal. 

Sammenlignes Gödeltallene r og m, d.v.s startformlen ‘
[image: image73.wmf]()

ppq

ÞÚ

’ og slutformlen, der er fremkommet ved substitution ‘
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’, ses at r indeholder et primtal, der er opløftet til den 
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 potens, hvorimod m indeholder alle de primfaktorer de indgår i r, og mange andre, men ingen af dem er opløftet til den 
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potens. Gödeltallet m  - d.v.s. tallet for den formel hvor substitutionen er foregået - kunne altså dannes ud fra tallet r - den tidligere formel - ved at udskifte det primtal i r med eksponenten 
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, med andre primtal med andre eksponenter end 
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. Hvordan substitutionen foregår i detaljer er ikke muligt at vise indenfor dette essays rammer, da dette bl.a. kræver at der indføres omfattende mængde notation, men eksemplet skulle have illustreret, hvordan m er en bestemt aritmetisk funktion, der er bestemt ud fra r og 
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For at opsummere, og give det generelle tilfælde: ‘
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’ er en formel og et tal, nemlig det tal der fremkommer, når der ‘i formlen p substitueres variablen q med tallet r’.

Implementering af selvreference


Det er nu muligt at konstruere den selvreference, der indgår i ufuldstændighedsteoremerne, ved hjælp af de værktøjer beskrevet i det tidligere afsnit. Som Nørretranders beskrev ovenfor, gælder det om at få en formel i aritmetikken til at udtrykke ‘Jeg kan ikke bevises’. At en vilkårlig formel z ikke kan bevises, skrives aritmetisk ved følgende formel:’
[image: image81.wmf]()(,)

xBEWxz

Ø$

’, d.v.s. for ethvert x, er følgen af formler med Gödeltal x ikke et bevis for formlen med Gödeltal z. Betragt nu formlen (():

(()
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Metamatematisk svarer dette udsagn til ‘Formlen med Gödeltallet 
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kan ikke bevises’. Da ‘y’ netop er variablen med Gödeltallet 13, ændrer denne substitution ikke noget ved formlen, og (() siger da, at formlen med Gödeltal y, ikke kan bevises.

Men da (() er formuleret som en formel i S, vil den selv have et Gödeltal. Antag derfor uden tab af generalitet, at (() har Gödeltallet i. I formlen (() substitueres nu variablen med Gödeltallet 13 (i.e. variablen ‘y’)  med Gödeltallet i, og den nye formel, der er bevisets kerne, kaldes G (opkaldt efter Gödel):
(G)
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Også (G) vil have et Gödeltal, da den er formuleret i aritmetikken, men hvad er dette tal? Spørgsmålet kan lettest besvares ved at betragte hvordan (G) er opstået. (G) er opstået ved i formlen (() at substituere variablen 13 med Gödeltallet i, og da (() per antagelse har Gödeltal i, har (G) Gödeltallet 
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Den metamatematiske udlægning af den aritmetiske formel (G), siger ‘Formlen med Gödeltallet 
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kan ikke bevises’. Men da ‘Formlen med Gödeltallet 
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’ netop er (G) selv, er der konstrueret en aritmetisk formel helt indeholdt i det formelle system S, der udtaler om sig selv, at den ikke selv kan bevises!

Herved har Gödel fuldendt hvad der manglede i Richards paradoks. Selvreferencen der indgår i formlen for (G), kan ikke ophæves ved at demonstrere forskellen mellem udtryk i aritmetikken og udtryk om aritmetikken. 

“The main point to observe is that the formula G is not identical with the metamathematical statement with which it is associated, but only represents (or mirrors) the latter within the arithmetical calculus. ...  In the Gödel construction, the number ... [i] is associated with a certain arithmetical formula belonging to the formal calculus, though this arithmetical formula in fact represents a meta-mathematical statement. ... There is therefore no confusion in the Gödel construction between statements within arithmetic and statements about arithmetic, such as occurs in the Richard Paradox.” 

Efter at have fastslået, at selvreferencen i (G) er ægte, vil næste afsnit undersøge konsekvenserne, der er resultatet af denne formel.

Konsekvenser af formlen (G)


Hvad kan der konkluderes ud fra (G)? Svaret indeholder to vigtige pointer. For det første, at der indenfor S eksisterer en sand formel der ikke kan bevises, og for det andet, at konsistensen af S ikke kan vises indenfor systemet selv. Disse to punkter kaldes Gödels første hhv. andet ufuldstændighedsteorem.

(i) En sand ikke-bevisbar formel

At vise den første pointe er relativt simpelt. Antag at det er muligt at bevise formlen (G).

Gödel forudsætter, som en generel antagelse, at alle formler der kan bevises er sande - hvilket synes at være en rimelig hypotese! Når det antages at (G) er bevist, følger det umiddelbart at (G) er en sand formel i systemet S, så indtil videre er det antaget at ’
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’ en sand formel, og derved et teorem.

Antagelsen om at (G) kan bevises, medfører, at der eksisterer en følge af formler, der konstituerer et bevis med givet Gödeltal k, der beviser formlen (G) med Gödeltallet 
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; hvilket også skrives ‘
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’. Denne formel er sand, da det er antaget at (G) er bevist, derfor er formlen også et teorem i S, og dens bestemte struktur springer straks i øjnene: den er negationen af (G). 

Altså, under antagelse af at (G) kan bevises, konkluderes at både (G) og 
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er teoremer i S, hvilket betyder at systemet er inkonsistent. Inkonsistens er enhver matematikers mareridt, der skal undgås, hvis systemet fortsat skal have nogen betydning. Ved at omskrive ovenstående ræsonnement kan dette dog også opnås, ved at benytte den logiske slutning:




G kan bevises
(  S inkonsistent





S  konsistent
(  G kan ikke bevises
I det formelle system S eksisterer der altså en formel (G), som ikke kan bevises indenfor S. Dette er ikke så bemærkelsesværdigt, og måske er Goldbachs hypotese om, at alle lige tal altid kan opskrives som summen af to ulige primtal, et eksempel på dette. Men besynderligt bliver det dog, når det er muligt via metamatematisk argumentation, at påvise at (G) er sand!

Under antagelsen af at S er konsistent, er det metamatematiske udtryk ‘Formlen givet ved ’
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’ kan ikke bevises’ et sandt udtryk. Det følger af den logiske slutning ovenfor. Men inspirationen til at indføre Gödeltallene kom netop af, at det da ville være muligt at (sande) metamatematiske udtryk om S ville kunne afspejles i (sande) aritmetiske formler i S; og udtrykket er repræsenteret i aritmetikken ved den selvsamme formel som indgår i udtrykket. Af den grund er (G) en sand formel i S, under forudsætning af at S er konsistent, men (G) kan ikke bevises.

Systemer hvori det er muligt, at deducere alle sande udtryk systemet indeholder fra aksiomerne, betegnes fuldstændige. Det vil sige, at alle formler der kan formuleres i systemet, kan enten bevises eller modbevises. Egenskaben er ønskværdig at have, og dette var et af motiverne til i sin tid at aksiomatisere forskellige grene af matematikken. Hvis der i systemet findes formler der hverken kan bevises eller modbevises, siges systemet at være ufuldstændigt.

Det er vist, at hvis formlen (G) kan bevises i S, kan 
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 også bevises i S, og på samme måde kan det vises, at hvis 
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kan bevises, vil (G) også kunne bevises.(G) er med andre ord uafgørbar, da hverken (G) eller dens negation kan deduceres fra aksiomerne. Da formlen (G) er uafgørbar, er aritmetikkens aksiomer ufuldstændige. 

Indtil nu, har Gödel blotlagt en defekt ved aksiomerne. Forlanges det at systemet skal være konsistent, vil der være en sand formel i systemet, der hverken kan bevises eller modbevises, d.v.s formlen er logisk uafhængig af aksiomerne, på samme måde som parallelaksiomet er uafhængigt af de andre aksiomer. Aksiomerne er med andre ord ikke stærke nok til hverken at forkaste eller fastslå formlens gyldighed. Hvis man nu var en ihærdig person, kunne man så ikke sætte sig ned, og finde et eller flere aksiomer der kunne føjes til det givne sæt af aksiomer, og derved ‘lappe’ denne defekt? Svaret er nej: aksiomerne er essentielt ufuldstændige. Selvom formlen (G) blev antaget også at være et aksiom, ville den forøgede mængde af aksiomer stadigvæk ikke være nok til alle sande aritmetiske formler ville kunne udledes. Det er nemlig muligt at gentage Gödels bevis i dette større system, og hermed konstruere en anden sand, men uafgørbar aritmetisk formel, og det essentielle ligger i, at lige meget hvor meget et system udvides, lige meget hvor mange aksiomer der lægges til systemet, vil et konsistent, aksiomatisk system altid indeholde sande, uafgørbare formler.

Andre steder i litteraturen kan denne formulering forekomme: “Alle peano-aritmetiske (-konsistente systemer er ufuldstændige”; hvilket var det Gödel i virkeligheden beviste. Meningen med dette essay var at give læseren indsigt i bevisgangen i ufuldstændighedsteoremerne, og derfor er denne mere tekniske formulering ikke gennemgået.

(ii) Manglende indre konsistens

Den anden pointe er lige så interessant som den første, og drejer sig om konsistensen af S. Analysen ovenover hjælper med at udlede resultatet. Indtil videre er det metamatematiske udtryk ‘Hvis aritmetikken er konsistent, er den ufuldstændig’ blevet gennemgået. Det er også tidligere vist, at hvis et system er inkonsistent, kan vilkårlige formler udledes af aksiomerne, d.v.s hvis der er inkonsistens er alle formler i systemet teoremer. Heraf følger


                systemet S er inkonsistent
(  alle formler i S er teoremer

          mindst én formel i S er ikke et teorem
(  systemet S er konsistent

Følgende formlen (A) udtrykker aritmetisk det metamatematiske udtryk, at ‘Der eksisterer mindst én aritmetisk formel, der ikke kan bevises ved en følge af formler’:
(A) 
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Formlen (A) siger med andre ord, at systemet er konsistent. På den anden side, er egenskaben ved formlen (G) blevet påvist, sådan at ‘Der eksisterer en sand aritmetisk formel der ikke kan bevises’, men det betyder at systemet er ufuldstæn​digt. Det metamatematiske udtryk ‘Hvis aritmetikken er konsistent, er den ufuldstændig’, kan derfor repræsenteres aritmetisk ved formlen
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hvilket også kan forkortes ‘(A) ( (G)’. 

Et lille reductio ad absurdum argument vil vise, at (A) ikke kan bevises. Antag at (A) kunne bevises. På grund af logiske regler vil implikationen ‘(A) ( (G)’ bevirke, at formel (G) også kan bevises. Men med mindre systemet er inkonsistent, er (G) uafgørbar. Hvis aritmetikken forsat skal være konsistent - og det ønsker vi at den skal være - består modstriden i, at (G) både kan bevises, og ikke bevises. Antagelsen er derfor falsk, og der sluttes at formlen (A) ikke kan bevises. Da (A) udsagde metamatematisk, at aritmetikken er konsistent, konkluderes at aritmetikkens konsistens ikke kan bevises indenfor systemet! 

Dog er det nødvendigt at påpege, at der eksisterer metamatematiske beviser for konsistensen af aritmetikken. (Blandt andre har Gerhard Gentzen givet et sådant bevis i 1936. Se G. Gentzen: “Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie”) Men de metamatematiske udtryk der anvendes i disse beviser, kan ikke formuleres i aritmetikken, og det er nødvendigt at benytte ikke-endelig bevisførelse, så disse nye beviser opfylder ikke de mål Hilbert havde fremsat i hans to-punkts program. Det ‘værktøj’ der anvendes i den forbindelse til at bevise konsistensen af aritmetikken, er man heller ikke sikker på er konsistent, så spørgsmålet er, om man ikke bare har forskubbet problemet. Gödels andet ufuldstændighedsteorem afslører en fundamental begrænsning i aritmetikken, og at denne begrænsning ikke kan overvindes, med mindre man er villig til at ofre konsistensen af systemet. 

Har ufuldstændighedsteoremerne konsekvenser ?


Det er interessant, at de personer der læser om Gödels ufuldstændighedsteoremer ofte ikke synes at tage dem alvorligt - det gælder både matematikere og filosoffer. Generelt bliver teoremerne opfattet som en pudsighed hentet op fra skuffen mærket ‘Matematikkens filosofi’. Dem der har taget stilling til Gödels bevis, når ofte til den konklusion, at Gödels bevis ikke udgør en fundamental begrænsning for dem. 

Normalt giver det ingen mening at sætte spørgsmålstegn ved et matematisk bevis. Naturligvis kan man spørge om man nu virkelig har bevist det man ville, om man har argumenteret fejlagtigt, ved at antage det der skulle bevises eller lign. Men i fald beviset er gyldigt, kan det ikke uden videre omstødes. Beviset følger en indre logik, og kun ved at benægte den, og derved dele af det matematiske fundament, kan beviset forkastes. Derfor er de argumenter der fremføres imod Gödels bevis filosofiske og ikke af matematisk karakter. 

Hvis ingen - specielt matematikere, der dagligt arbejder med aksiomatiske, formelle systemer - tager notits at Gödels bevis, kan man da sige at ufuldstændighedsteoremerne virkelig betegner en fundamental begrænsning?

“... we might thus say that the limitation is so fundamental as to be no limitation at all. The theorems do not reveal any weakness or deficiency of formalization, but only show that the supposed ideal of formalization - proving all and only all true sentences - is selfcontradictory and actually undesirable:

(  what good is a formalization that can prove a sentence which says that it is not provable (first theorem)?

( what good is a formalization that can prove its consistency when it would follow that it is not consistent (second theorem)?” 

Måske er det ikke svaret, i.e. Gödels bevis, der er forkert, men spørgsmålet der er forkert stillet. Har Hilbert trods sin genialitet ikke kunnet overskue alle konsekvenserne af sit program? Ønsker vi virkelig en formalisering der resulterer i et system, der kan bevise alle sande sætninger, på den ejendommelige måde som citatet påpeger? Måske kan vi lære at tolerere paradokser der optræder i aritmetikken, på samme måde som vi har accepteret antinomier i dagligsproget. Som følge heraf kan man ikke længere kun tale om konsistente og inkonsistente systemer, men flere former for konsistens; for eksempel ‘svag inkonsistens’ og ‘stærk inkonsistens’. 

Generelt syn på beviset: negativt eller positivt

Der er groft sagt to forskellige måder at betragte Gödels ufuldstændighedsteorem på. Måden det opfattes på, afhænger af ens indstilling til matematikkens filosofi generelt.  For det første er der den ikke-konstruktive måde. “People often think of Gödel’s theorem as something negative ...”
. Det er også nemt at opfatte det negative i konklusionen: det konsistente system vil indeholde sande, uafgørbare sætninger. Det perfekte, fuldendte system - som Hilbert ønskede - er med andre ord en umulighed, og efter Gödels bevis, er det let at indse, at dette mål var sat langt højere end hvad der var muligt.

“Gödel’s theorem can be viewed as a consequense of a very general thesis. Finitary methods eliminate the risk of errors. Gödel’s theorem shows that finitary methods miss some of the truths. If we stick only to absolutely reliable methods we have no chance to reach certain truths. Know​ledge aquisition is inseparable from the risk of errors and any attemt to eliminate this risk nesessarily leads to limitations upon our cognitive resources. The cognitive process inevitably passes through stages that are not certain.”
 
Jeg mener, at det er en indlysende umulighed at kunne definere alt. Hvad der skal tages for givet, hvad byggestenene i systemet skal bestå af, kan altid diskuteres, men det er  uomgængeligt at starte et sted, jvf. for eksempel første definition i ‘Euklids elementer’: “1. Et punkt er det, som ikke kan deles.”
 Euklid tager for givet, at alle ved hvad det vil sige ‘at dele noget’. Det gør de fleste også, men han påpeger for eksempel ikke, at der er tale om en deling i matematisk forstand: der går ikke noget til spilde når vi deler, sådan som der gør, når sidder kagesmulder tilbage på kniven, når vi deler en lagkage.  

Søger man derfor at nå visse sandheder i en kognitiv proces, vil der i argumentationsrækken forekomme et eller flere ræsonnementer, hvis nøjagtighed ikke kan deduceres 100%. Hvis man ikke vil vedgå dette, vil man filosofisk set aldrig kunne forklare for eksempel induktionsproblemet og derfor ende som Hume i radikal skepticisme. 

Induktionproblemet påviser, at fordi en bestemt omstændighed har gjort sig gældende n gange, kan det aldrig godtgøres, at den med sikkerhed vil optræde igen. Et klassisk, historisk eksempel omhandler hvide svaner. På et tidspunkt mente man at alle svaner måtte være hvide, efter at have observeret den ene hvide svane efter den anden. Da man pludselig fandt sorte svaner i Australien, indså man, at bare, fordi et bestemt forhold altid er blevet observeret med sikkerhed under visse omstændigheder, kan det ikke med garanti konkluderes, at det vedbliver med at være sådan. I en erkendeproces vil der indgå udsagn der ikke kan verificeres 100%, og derfor vil den fuldkomne, sikre erkendelse aldrig nås.  Det kan heller ikke godtgøres at alle ravne er sorte, at solen står op i morgen, eller at mine briller falder til jorden næste gang de tabes, blot fordi det hidtil har været sådan. Forsøger man at ‘nå’ hele sandheden i endeligt mange trin, kommer man uvilkårligt til kort. 

Men Gödels bevis kan også betragtes på en positiv og bekræftende måde. Konsekvensen af teoremet er ikke, at der for altid vil være sandheder, som menneskene aldrig vil kunne begribe, at det menneskelige intellekt herved får udstukket sine begrænsninger for viden, eller at intuition i fremtiden skal erstatte den formelle bevisførelse i matematikken for at ‘nå ud over’ ufuldstændighedsteoremets grænser. 

Derimod er konsekvensen, at det menneskelige intellekt aldrig kan aksiomatiseres i en formel kalkule. Vi har som mennesker mulighed for at omgå påstande lemfældigt, på grund af den store fleksibilitet i dagligsproget. Således har det undret når den situation opstod, hvor Platon sagde Sokrates havde ret, mens Sokrates samtidig påstod at Platon løj - hvilket er en variant af løgnerparadokset. Mennesket, i modsætning til maskiner, sidder ikke fast i en ‘uendelig løkke’ på grund af paradoksale udsagn, uden mulighed for at bryde ud, ofte vekslende mellem to tilstande: sand og falsk. Mennesker har evnen til at bryde den selvreference som udelukkende logisk tænkende systemer kører fast i. Dette skyldes bl. a. at dagligsproget ikke kan formaliseres. Filosoffen Ludwig Wittgenstein, som jeg senere skal vende tilbage til, mener, at vi er på glatis, hvis vi vil beskrive dagligsproget som et formelt system, hvor alle begreberne er “ideale”
; d.v.s. hvor begreberne er éntydigt bestemt og de bivalente logiske principper altid er gyldige. Flere filosoffer har påstået dette; for eksempel David Favrholdt i hans bog “Erkendelsesteori”. Men er begreberne for ideale, er det som vi befinder os på is uden gnidningsmodstand, og dagligsproget danner den ru overflade, hvorfra vi skal tage udgangspunkt. 

På grund af menneskets evne til at kategorisere og abstrahere, kan vi opbygge komplekse systemer ud fra dagligsproget. I disse systemer kan der defineres begreber, vi ikke har og ikke kan have erfaringsmæssig grundlag for; for eksempel ‘et punkt’, ‘en cirkel’, ‘det uendelige’, e.t.c., men dette er ikke en begrænsning for os. Menneskers neuronale netværk gør,  at vi ræsonnerer ved hjælp af regler - uden at vores adfærd er udelukkende regelstyret - på en måde der langt overgår andre kunstigt opbyggede neurale systemer, som der forskes meget i. 

“The [incompleteness] theorem does indicate that the structure and power of the human mind are far more complex and subtle than any non-living machine yet envisaged. Gödel’s own work is a remarkable example of such complexity and subtlety. It is an occasion, not for dejection, but for a renewed appreciation of the powers of creative reason.”

Gödels bevis kan således ikke bare betragtes som et opgør med Hilberts topunktsprogram, men også en anerkendelse og en vurdering af menneskers forståelse og kunnen, som værende noget andet og mere end hvad der er indeholdt i et aksiomatisk, formalistisk system.

En filosofisk analyse

Ludwig Wittgenstein (1889-1951) har været en af hovedskikkelserne i den analytiske europæiske filosofi og har haft stor betydning for udviklingen indenfor bl. a. sprogfilosofi. Han har, som elev af Russell, også beskæftiget sig med logik og i den forbindelse også med matematik og dennes grundlag. 

Breve der er blevet publiceret post humt fortæller at Gödel og Wittgenstein ikke var særligt gode venner, selvom de ikke kendte hinanden og kun mødtes en enkelt gang. Gödel mente at Wittgenstein ikke havde forstået beviset for ufuldstændighedsteoremet rigtigt, og - som jeg snart skal komme ind på - omvendt mente Wittgenstein, at Gödels bevis i en vis betydning ikke var sandt. 

“Meine Aufgabe ist nicht, über den Gödelshen Beweis, z. B., zu reden; sondern an ihm vorbei zu reden”, har Wittgenstein skrevet.
 Citatet har gjort flere filosoffer forargede: hvordan kunne Wittgenstein så let affærdige et bevis, der alle steder kendetegnes som en milepæl i matematikkens historie? Det var ikke selve den matematiske argumentation i beviset Wittgenstein var ude på at kritisere. Hans tilgang til beviset var nemlig ikke matematisk, men filosofisk. 

(i) Wittgenstein om metamatematikken

Som et sine store filosofiske opgaver, havde Wittgenstein kort fortalt til hensigt at vise, at ‘problematiske begreber’ der anvendes i dagligsproget, som begrebet ‘sjæl’, kan gøres uproblematiske, ved at henvise til den situation, det sprogspil, hvori begrebet anvendes. Filosofien skulle virke som en terapeutisk aktivitet, der skulle opløse de problemer der opstår i sproget, på grund af fejlagtige opfattelser af, hvordan sproget er opbygget. På samme måde er begreber der optræder i matematikken, for eksempel ‘paradoks’, ‘fuldstændighed’ eller ‘konsistens’, ikke matematiske eller metamatematiske problemer, men filosofiske. Når Zenon i historien om den flyvende pil kommer til den paradoksale konklusion, at bevægelse er umulig, skal argumentationen for paradokset ikke undersøges, for denne argumentation kan være sand, men derimod skal vi stilles os selv det filosofiske spørgsmål: ‘Hvad forstår vi ved et paradoks ?’. Derfor kan og skal tilgangen af emner som konsistens af formelle systemer ikke være et matematisk bevis, men et filosofisk ræsonnement. 

Normalt bliver Gödels bevis udlagt og tolket indenfor en metamatematisk kontekst, og Gödel selv antog i sin artikel at metamatematiske betragtninger var uproblematiske: “Der im System PM [Principia mathematica] unentscheidbare Satz wurde also durch metamathematische Überlegungen doch entschieden.”
 Men Wittgensteins ville ikke tillade den holdning, Gödel antog med hensyn til metamatematikken. Når der som et resultat af Gödels bevis opstår frustration med hensyn til at bevise visse forhold i formelle systemer - som alligevel ikke synes at blive taget alvorligt af matematikere - må vi indse, at præmissen der indgår - nemlig præmissen der antog, at beviset var matematisk holdbart, trods den metamatematiske ræsonneren der indgår i beviset - må bygge på en forkert filosofisk indsigt.

Problemet opstår når Gödel oversætter metamatematiske udtryk til aritmetiske udtryk, da der ifølge Wittgenstein, ikke eksisterer metamatematiske udtryk overhovedet. At introducere et metamatematisk udtryk, svarer enten til at reformulere det oprindelige system eller at konstruere et helt nyt system. Endvidere er reformuleringen eller konstruktionen ikke ‘hævet over’ det originale system - som metasproget normalt betragtes ‘hævet over’ objetsproget - og  reformuleringen eller konstruktionen  omhandler heller ikke, d.v.s. er ikke en beskrivelse af det oprindelige system. Dette kan belyses med et eksempel:

Antag at der forekommer følgende rækker af T’er og F’er i vores system (objektsproget), fastsat efter følgende skema:
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Hvis man siger ‘Hvis p så q”, og siger at dette udsagn er et udsagn i metasproget, har man misforstået noget. Skemaet og den påståede metasætning, er bare to forskellige formuleringer af den samme operation på variablerne ‘p’ og ‘q’. En anden formulering ville have været (TFTT)(p,q). Der er altså ikke tale om en ‘hierakisering’ hvor nogle udtryk omtaler andre, på et andet og ‘højere’ plan, men det samme udtryk sagt på forskellige måder på det samme sproglige niveau. Selvom dette er tilfældet, er det alligevel muligt at diskutere matematisk bevisførelse, men argumentationen foregår på ‘samme niveau’. 

Wittgenstein accepterede, som Russell, aldrig det metamatematiske paradigme, d.v.s. distinktionen mellem objektsprog og metasprog. Det var dette argument der anvendtes mod Gödels bevis. Selve spørgsmålet om et konsistensbevis, skulle udelukkende besvares filosofisk. Dette vil jeg uddybe i næste afsnit.

(ii) Wittgenstein om Gödels bevis

Wittgenstein stiller spørgsmålstegn ved vigtigheden af et absolut, matematisk konsistensbevis. Er det overhovedet nødvendigt med et bevis? Hvilken fejltagelse begår man, hvis man har tillid til matematikken, uden at have bevist konsistensen af det matematiske system?  Som Wittgenstein selv spurgte:

“Do I have to wait for the proof of consistensy before I can apply the calculus? Have all previous calculations really, sub specie aeterni, been made on credit? And is it conceivable that one day all this will turn out to be illigitimate? Am I ignorant for what I am doing?” 

Dette udsagn om tillid til matematikken er vigtig, for at forstå Wittgensteins forhold til Gödels bevis. Et historisk argument for at være skeptisk kunne være, at den elementære matematik knytter sig tæt til mængdelæren, og at for eksempel Russell tidligere havde fundet et emne, der kunne ryste det grundlæggende fundament i mængdelæren, og derfor synes et bevis af Hilberts program at være på sin plads. Men Wittgenstein mener, at spørgsmålet på konsistens ikke er et genuint problem, men kun et skinproblem, og det er interessant at undersøge det standpunkt hvorfra spørgsmålet stilles. 

Det sidste gælder for alle filosofiske undersøgelser, hvori der indgår en form for skepticisme. Spørgsmål der stilles i sådanne forbindelser, kan afsløre meget om personen der stiller spørgsmålet. Tag for eksempel induktionsproblemet eller problemet om det fremmedpsykiske. Hvilken synsvinkel er det den person ligger på sin omverden, der siger, at ‘jeg kan ikke være sikker på andre personers eksistens - det kunne være et bedrag eller en illusion.’? Hvad er det for en filosofi der ligger bag denne tankegang? Det kan umuligt være en person der har fået et barn, eller bare nærer en nogenlunde respekt for sin mor. Nogle spørgsmål besvares bedst ved et modspørgsmålet: “Hvorfor er netop dette spørgsmål interessant at besvare?”
 
Wittgensteins og Gödels forskellige filosofiske grundopfattelser, var grunden til at Gödels bevis blev fortolket så forskelligt af de to. Gödel var realist, og han erkendte selv at han var platonist. Gödel mente altså, at alle udsagn måtte have en objektiv sandhedsværdi - uafhængig af om denne kan erkendes eller ej. Denne holdning var nærmest en konsekvens af den tolkning han havde af sit eget første ufuldstændighedsteorem. Derimod var Wittgenstein nærmest anti-realist.  Som han selv har skrevet: “Vores grundsætning er, at ethvert spørgsmål, som overhovedet lader sig afgøre ved logikkens hjælp, uden videre kan afgøres”.
 Ifølge Wittgenstein er alle matematiske formler afgørbare, og Gödels opfattelse af ‘en matematisk formel’ er forkert. En formel der ikke kan bevises at være sand eller falsk, er ikke i kontakt med det matematiske system, og kan slet ikke betegnes ‘en formel’. Det Wittgenstein ville have spurgt  Gödel om, var hvordan den platoniske opfattelse af begrebet ‘sandhed’ skal forståes. Hvad vil det sige at der eksisterer en sand uafgørbar formel?

Striden mellem de to herrer består med andre ord i, hvilken status et matematisk bevis har. 

Gödel benytter metamatematikken til, i det aritmetiske system, at ‘hæve’ en formels sandhedsværdi, til et platonisk niveau. Men Wittgenstein benægter eksistens af både metamatematik og platoniske ideer. Der eksisterer ingen matematiske formler der er uafhængige af deres bevis. Ved at overveje hvad der menes med ‘en formel der er sand men ikke kan bevises’, er det nødvendigt, som Gödel, at være platonist. Er man ikke det, er det svært at se Gödels ufuldstændighedsteoremer som andet end en form for paradoks og ikke en forkastelse af det matematiske system. For at forstå Gödels bevis, må vi forstå hvad der menes med ‘paradoks’. Og denne opgave er et filosofisk anliggende.

Fordi problemet af natur ikke er matematisk men filosofisk, kan det ikke løses ved at konstruere et bevis, men opløses ved en filosofisk analyse. 

“There can be no such thing as a consistency proof. ... If I’m unclear about the nature af mathematics, no proof can help me. And if I’m clear about the nature of mathematics, the question of consistency can’t arise at all.”
 
Kan et problem overhovedet løses, ved at anvende metoder hvor problemets natur indgår? Det synes som om, det at give et matematisk bevis for Hilberts to-punktsprogram, ville svare til at prøve at få en hypnotisør til at kurere ens mistillid til hypnose, hvilket er en umulighed, da personer der ikke vil hypnotiseres, ikke kan blive hypnotiseret. 

I citatet ovenover benægtes hele spørgsmålet vedrørende konsistensbeviset. ‘There can be no such thing as a consistency proof.’ I det tilfælde at der skulle opstå inkonsistens i aritmetikken, hvilket stadigvæk godt kan være tilfældet, mener Wittgenstein ikke at aritmetikken skulle være i knibe af den grund. Problemet løses bare ved at fastsætte en ny hypotese, der sørger for at der ikke sker en regelkonflikt igen. Dette eksemplificeres således:

“Suppose two rules of a game were to contradict one another. I have such a bad memory that I never notice this, but always forget one of the two rules or alternatively follow one and then the other. Even in this case I would say that everything’s in order. The rules are instructions how to play, and so long as I can play, they must be alright. They only cease to be alright the moment I notice they are inconsistent, and the only sign for that is that I don’t apply them any more.”

Det giver, igen ifølge Wittgenstein, ingen mening at spørge om et konsistensbevis, på den måde Hilbert gjorde. Hvis jeg er usikker på aritmetikkens konsistens, nytter et matematisk bevis ikke noget. Gödels bevis og de konsekvenser beviset måtte have skal tolkes filosofisk. Er jeg sikker på aritmetikken, er der intet problem, og i tilfælde af at der opstår komplikationer, laver vi bare en ny stipulation.

Konklusionen er, at både Gödel og Wittgenstein således havde det samme mål: at vise at umuligheden i et generelt konsistensbevis, men midlerne der skulle anvendes til at nå dette mål, var vidt forskellige. Gödel ville benytte en matematisk procedure, mens Wittgenstein ville opløse problemet ved at gøre den til en filosofisk opgave.

Afsluttende bemærkninger


Jeg har i ovenstående forsøgt at forholde mig neutral med hensyn til de forskellige synspunkter - hvor vidt dette er lykkedes overlader jeg til læseren at bedømme. Dog vil jeg gerne pointere, at jeg mere betragter Gödels bevis som et interessant og vigtigt punkt i den historiske sammenhæng, end som en fundamental begrænsning, som Nørretranders siger i det indledende citat.

Vi beskriver hele tiden verden på forskellige måder ved at opbygge systemer der skal forklare og systematisere det vi oplever. Lige meget om systemet vi opbygger er funderet i  matematik, fysik, fænomenologi, theisme, animisme eller hvad vi kan finde på at bruge som basis, vil vi være fanget i en social konstruktivisme. Vi kan med andre ord ikke sætte os ud over vores egen situation, vores historicitet, og måderne vi beskriver på kan variere meget. Måden flagermusen ser verden på via sonar, eller måden som vi selv ser på ved hjælp af det synlige lys, er to vidt forskellige metoder at betragte verden på, og belyser derfor forskellige forhold på forskellig måde, men ingen beskrivelse er mere ‘rigtig’ end den anden.

Endvidere vil vores beskrivelse være begrænset af vores sprog, der ikke kan leve op til det aksiomatiske, formelle systems principper. Det vil altid være muligt at konstruere paradoksale udsagn eller spørgsmål i systemet, når blot disse ligger på grænsen af det der er muligt at forklare inden for det system. Til trods for at det er muligt at udvide systemet ved at ændre standpunkt, lave en ny hypostasering, er det ikke muligt at overstige begrænsningen, og således vil alle systemer indeholde en ‘Burali-Forti antinomi’ eller et ‘Russells paradoks’ i en eller anden formulering. Man skal være varsom med de konklusioner der drages af disse selvmodsigelser, og prøve også at undersøge problemet fra en filosofisk synsvinkel.
Appendix

Følgende er et citat fra en engelskoversættelse af Gödels bevis, p. 1 i hans artikel; “On formally undecidable propositions of Principia mathematica and related systems I”

“The development of mathematics toward greater precision has led, as is well known, to the formalization of large tracts of it, so that one can prove any theorem using nothing but a few mechanical rules. The most comprehensive formal system that have been set up hitherto are the system of Principia mathematica (PM) on the one hand, and the Zermelo-Fraenkel axiom system of set theory (further developed by J. von Neumann) on the other. These two systems are so comprehensive that in them all methods of proof today used in mathematics are formalized, that is, reduced to a few axioms and rules of inference. One might therefore conjecture that these axioms and rules of inference are suffient to decide any mathematical question that can at all be formally expressed in these systems. It will be shown below that this is not the case, that on the contrary there are on the two systems mentioned relatively simple problems in the theory of integers that cannot be decided on the basis of the axioms. This situation is not in any way due to the special nature of the systems that have been set up, but holds for a wide class of formal systems; among these, in particular, are all systems that result from the two just mentioned through the addition of a finite number of axioms, provided no false propositions ... become provable to the added axioms.”
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